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Abstract: The numerical limit analysis method has the advantages of both numerical analysis and traditional 
limit analysis. In recent years, domestic scholars have vigorously developed the numerical limit analysis me-
thod, in the basic theory, calculation accuracy, engineering application scope has made significant progress. 
This paper introduces the development of numerical limit analysis method and its application in slope engi-
neering. 
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摘  要：数值极限分析法兼有数值分析法与传统极限分析法的优点。近年来, 国内学者大力发展数值极
限分析法，在基本理论、计算精度、工程应用范围的拓宽等方面取得了重大进展。本文详细介绍了数
值极限分析法的发展及其在边坡工程中的应用。本电子文档定义了由香港新世纪文化出版社
（HKNCCP）出版的各种中文学术会议论文集的标准文章格式。 
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1 引言 

当前，边坡稳定性定量分析方法主要有三大类：

一是基于极限平衡理论的传统刚体极限平衡法，如

Fellenius 条分法 、简化 Bishop 法、Janbu 法、Sarma
法 、Spencer法、Mongenstern-price法等；二是以塑性
力学中的上下限定理为基础的极限分析法[1-2]；三是
以有限元为代表的数值极限分析法，如强度折减法与

重度加载法。土体极限平衡法的思想始于 1773年的库
仑定律，20 世纪 30 年代年前后建立了极限平衡法，
50 年代提出了极限分析的上、下限法。1975 年, 英国
学者 O.C.Zienkiewicz 提出在有限单元法中采用增加荷
载（超载法）或降低岩土抗剪强度指标（强度折减

法）的方法来计算极限荷载和边坡稳定性系数[3]。
80、90 年代曾用该法分析了边坡和地基的稳定[4]，但
因当时缺少严格可靠、功能强大的有限元计算软件以

及对于屈服准则的选用和操作技术掌握不足等原因，

导致精度难以满足工程实践的要求而未能在岩土工程

领域广泛应用。20 世纪末，多篇关于有限元强度折减
法求解均质土坡稳定性系数的文章在国际上公开发表

了[5-9]，其算例得到的结果与传统极限分析方法结果
较为接近，逐渐得到学术界认可，尤其是 1999 年
D.V.Griffith 等人用自编有限元程序分析了均质土坡的
稳定性[5-7]，其创新之处在于该程序不仅能模拟孔隙
水压力的影响，还可以分析库水位下降等工况下边坡

稳定性，因而有学者认为强度折减法开创了关于边坡

稳定性分析的新时代。在国内，1997 年宋二祥最先介
绍了有限元强度折减法在土坡中的应用[10]。21 世纪
初, 国内学者开始致力于有限元强度折减法基本理论
和提高计算精度的研究，并试图应用于边坡工程中

[11-15]。 
传统极限分析法百余年来发展已趋于成熟。当

前，极限分析法在工程实践中具有较好的应用效果，

解决了岩土工程边坡稳定问题，但仍存在不可忽视的

缺陷。赵尚毅等[13]指出传统刚体极限平衡法忽视了
边坡土体本身是变形体，未考虑土体内部的应力应变
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关系，无法分析边坡失稳破坏的发生和发展过程，并

且在求解稳定性系数时需要假定滑动面形状。对于破

坏机制复杂的边坡、复杂层状及非均质岩土体和多场

耦合等复杂工况时，该法难以适用。 
伴随着岩土力学数值分析方法的发展，学界兴起

了数值极限分析法。这一方法既有很广的适用面，又

具有良好的实用性。近年来，郑颖人等[13-15]针对数
值极限法做了较为深入的探究，发现有限元强度折减

法与超载法在本质上就是将数值方法应用于求解极限

分析问题，并扩大了它的计算功能。不仅可求出稳定

性系数与极限荷载，还可求得岩土体的破坏位置与形

态，是对传统极限分析法的发展，将其称为数值极限

分析法或有限元(包含有限差分、离散元等)极限分析
法。 
数值极限分析法除了应用于边坡工程以外，还能

运用于其它多种情况，如煤矿巷道因回采推进长度过

大而引起采场顶失稳，冻土边坡因温度升高而失稳，

库岸边坡由于库水位骤然上升而失稳等。只要固体材

料（如钢材、混凝土）满足受力从弹性发展到塑性再

到破坏的情形，这一方法都将适用。 
国际上通常采用有限元强度折减法求解岩土体边

坡滑动面的稳定性系数, 用有限元增量加载(超载)法计
算地基极限承载力。前者研究取得了颇多喜人的成果, 
而后者还处于起步阶段。此外，上述两种方法在本质

上都是基于有限单元法并利用数值分析方法求解的极

限分析法，因此将其统称为数值极限分析法或有限元

极限分析法。 

2数值极限分析法在边坡工程中的应用 

2.1土质边坡中的应用 

某均质土坡，坡高 H=20 m ,容重 γ=20 kN /m3, 粘
聚 力 c=42kPa , 内 摩 擦 角 φ=17 ° , 求 坡 角
β=30°,35°,40°,45°,50°时边坡的稳定性系数以及
对应的滑动面。 
首先建立计算模型,边界条件为左右两侧水平约束,

下部固定,上部为自由边界,如图 5所示。其中，力和位
移的收敛标准均取 10-5, 最大迭代次数设为 1000次，
一次性施加全部重力荷载。 
表 1 为不同屈服准则下匹配非关联流动法则时的

稳定性系数, 表 2为不同屈服准则下匹配关联流动法则
时的稳定性系数。平面应变 Mohr -Coulomb 匹配 D-P
准则在关联和非关联流动法则条件下分别采用 DP5与
DP4,而对于 Mohr -Coulomb等面积圆 DP3准则和外角
点外接圆 DP1 准则用同一种表达式,但两者所用膨胀
角各异。极限平衡法使用 SLOPE/W软件进行计算。 
根据表格发现，无论采用非关联流动法则的

Mohr-Coulomb 匹配 DP5 准则还是采用关联流动法则
的Mohr-Coulomb匹配 DP4准则, 计算结果与经典极限
平衡法中的 Spencer法十分接近，误差不足 2%。这是
因为平面应变条件下 Mohr-Coulomb 匹配 D-P 准则实
际上就是在平面应变条件下的Mohr-Coulomb准则。 

 
Table 1. Safety Factor By Different Methodwith Associatedflow Rule. 

表 1. 采用非关联法则时不同准则条件下的稳定安全系数 

坡 角/（。） 30 35 40 45 50 
DP1 1.91 1.74 1.62 1.50 1.41 
DP3 1.64 1.49 1.38 1.27 1.19 

DP5(非 关 联 流 动 法 则) 1.56 1.42 1.31 1.21 1.12 
极 限 平 衡 spencer法 （S） 1.55 1.41 1.30 1.20 1.12 

(PD1-S)/S 0.23 0.23 0.25 0.25 0.26 
(PD3-S)/S 0.05 0.06 0.06 0.06 0.06 
(PD5-S)/S 0.01 0.01 0.01 0.01 0.00 

 
Table 2. Safety Factor By Different Methodwith Deviatoric Flow Rule 

表 2. 采用关联流动法则时不同准则条件下的安全系数 
坡 角/（。） 30 35 40 45 50 

DP1 1.93 1.77 1.65 1.54 1.44 
DP3 1.66 1.51 1.40 1.30 1.21 

DP4(非 关 联 流 动 法 则) 1.56 1.42 1.32 1.22 1.13 
极 限 平 衡 spencer 法 （S） 1.55 1.41 1.30 1.20 1.12 
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(PD1-S)/S 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 
(PD3-S)/S 0.07 0.07 0.08 0.08 0.08 
(PD4-S)/S 0.01 0.01 0.01 0.02 0.01 

 
Mohr-Coulomb 等面积圆 DP3 屈服准则匹配非关

联法则时,与传统极限平衡方法中的 Spencer 法计算结
果误差在 6%左右；使用关联流动法则时,误差在 7 %
左右，而在 DP1 准则下的计算结果比 Spencer 法大
25%以上。 
在确定滑动面时，边坡水平位移或者等效塑性应

变等值云图可以直观的反映潜在滑动面的位置，这与

传统方法确定的滑面是一致的，算例结算结果见图

1、图 2、图 3。 

2.2岩质边坡中的应用 

2.2.1顺层岩体边坡 
如图 4所示， 有两组完全贯通且平均间距 10m的

结构面，第一组结构面倾角 30°，第二组结构面倾角
75°。 
按数值极限分析法采用平面应变模拟得到如图 5

所示的滑动面，首先形成了主滑面(见图 5(a))，接着
出现第二、三条次生滑面(见图 5(b))。数值极限分析
法算得稳定性系数为 1.18；由于已知主滑面形态，再
用 Spencer 法算出稳定性系数为 1.17 ，结果基本一
致。 

2.2.2 倾倒岩体边坡 
如图 6 所示的倾倒边坡，岩体重度 24.0kN/m3，

黏聚力 1100kPa ，内摩擦角 41°，岩层倾角为 70°；
结构面重度 24.0kN/m3 ，黏聚力 100 kPa ，内摩擦角
20°。反倾层状岩体由于倾角过大容易产生向坡外的
开裂裂隙、弯折变形和折断破坏，引起边坡倾倒失

稳。 

 
图 1. 用等效塑性应变等值云图表示的滑动面位置和形状 

 

 
图 2. 用水平位移等值云图表示的滑动面位置和形状 

 
图 3. 用加拿大边坡稳定分析软件 SLOPE /W 

得到的滑动面形状 

 
图 4. 几何模型 

图 7中，一组结构面倾角为 90°，另一组结构面
倾角为 20°，采用离散元法，计算结果反映出块体崩
塌破坏的情况。 

 
图 5. 岩石边坡的破坏过程 
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Figure 6. Failure characteristics of tilting slope 

图 6. 倾倒边坡破坏特征 

 

 
Figure 7. Grids and collapse of blocks after deformation 

图 7. 变形后的网格与块体崩塌图 

 

3 结论 

数值极限分析方法与传统极限分析法计算方法不

同，但原理相同。前者运用弹塑性数值计算直至达到

破坏状态，自动生成滑动面，既能求出稳定性系数，

又能求出应力应变关系，已经在不少实际工程中展开

了应用，但目前仍有许多地方还有待完善。比如如何

对复杂工程下的破坏问题提供准确、适用的破坏判

据。 
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