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Abstract: To consider a failure mode correlation of mechanical components. Using copulas connect function 
describing the correlation of advantage. Choose the optimal copulas connect function is presented to realize 
the reliability of mechanical components modeling method.This method is a kind of independent of copulas 
connect model parameter selection method, namely the bayesian model selection method. Thus concluded 
that can be used to select the optimal copulas connect function to realize the reliability analysis of mechanical 
parts. By an example in comparison with other methods, the results show that the model can well solve the 
problem of mechanical parts reliability prediction. 
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摘  要：针对考虑有失效模式相关性的机械零部件，利用 Copula函在描述相关性方面的优势，提出了
合理选择最优 Copula 函数来实现机械零部件的可靠性建模方法。该方法是一种独立于参数的 Copula
模型选择方法，即贝叶斯模型选择法。进而得出可以利用选择的最优 Copula 函数实现机械零部件的
可靠性分析。通过算例与其它方法进行比较，结果显示该模型可以较好地解决机械零部件可靠性预计
问题。 
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1 引言 

机械零部件可靠性是指零部件在规定的时间内和

规定的条件下完成预定功能的能力。传统的机械零部

件可靠性分析没有考虑失效模式相关性对零件可靠性

的影响。但是机械零件在工作时的失效是各类不确定

因素综合作用的结果。如果忽视了这些因素的作用必

然会对机械零件的可靠性分析产生一定的影响。现代

对机械零部件的研究中考虑到了零件中存在多种失效

模式，且各个失效模式的功能函数具有共同的随机

源，因此各失效模式之间存在相关性问题[1-2]。如何

准确反映考虑失效模式相关性对机械零部件可靠性分

析的影响是亟待解决的关键问题之一。近年来，国内

外很多学者都选用 Copula 函数作为探讨相关性的工
具，取得了一定的成果。 

国外的 Eryilmaz[3]基于多变量 Copula理论对结构
系统的生存函数与动态可靠度进行了建模分析。

Jiang 等[4]采用基于 Copula 函数的证据理论模型对结

构的可靠度进行了研究分析。国内的韩文钦等[5]采用

基于混合 Copula 函数对机械零部件结构系统进行可
靠性建模和分析，为具有相关失效模式的机械零部件

可靠性分析奠定了基础。何成铭等 [6]构建了基于

Copula的机械系统可靠性模型，阐述了该方法在系统
可靠性分析中的应用。然而，上述对于 Copula 函数
的种类有很多但并没有提出如何选择恰当的 Copula
函数来描述零件中各失效模式的相关性。本文在已有

文献的的基础上，针对具有多种失效模式的机械零部

件，采用贝叶斯理论的 Copula 选择法选出最优
Copula 函数。从而运用选出的最优 Copula 函数对失
效模式相关性的机械零部件进行可靠性建模和分析。

结合算例表明了该方法的有效性，为求解多失效模式

相关性的机械零部件可靠性分析提供新思路。 

2 Copula函数的基本理论 

Sklar 提出 Sklar 定理[7]：设二维联合分布函数 H
具有 F和 G的边缘分布，那么存在一个 Copula函数
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C，对任意 ,x y ∈[- ∞ ,+ ∞ ]。满足 
       ( )( , ) ( ), ( )H x y C F x G y=                    (1) 

若 F和 G连续，则 C是唯一的，设 H是 n维联
合分布函数，边缘分布函数为 1 2, ,..., nF F F 。对任意
X∈ [0,1]n ,存在一个 n维 Copula函数 C,使得 

   ( )1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ), ( ),..., ( )n n n nH x x x C F x F x F x=         (2) 
如果 1 2, ,..., nF F F 都连续，那么 C是唯一的。 

3 失效相关性机械零部件可靠性的 Copula
模型 

在零件的可靠性分析中，一种机械零件可能有多

种失效模式，如屈服、断裂、累积疲劳、腐蚀磨损

等，若要更加准确的分析机械零件的可靠性，就要充

分考虑到各个失效模式的相关性的影响。由于失效模

式之间具有相同的随机参数，因此失效模式之间必定

存在相关系数，因此可以将机械零部件在多种失效模

式条件下的失效看作是一种串联系统，则零件失效可

以看作为各个失效模式的串联失效[8]。设机械零件失

效模式之间的串联系统的单元中有 n个失效模式，对
应于不同的失效模式，其功能函数为： 

( )1 2( ) , ,..., i 1, 2, , ni i ng g X X X= = …X         (3) 
其中, 1 2( , ,..., )T

nX X X=X 为多个失效模式中的随

机变量的向量， ( )ig X 代表第 i 个失效模式的功能函
数。 

如果机械零部件某种工作的条件下仅仅只考虑两

种失效模式时，根据式(3)的功能函数 n=2。从而可得
机械零件的两种串联系统的失效概率为： 

   
( )

( )
1 2

1 2 1 2

( ) 0 ( ) 0

,

P P g g

P P C P P

= ≤ ≤

= + −

UX X
             (4) 

当机械零件在恶劣的条件下工作，那么零件在复

杂工况下有多种个失效模式相关时，则零件中多维串

联系统的失效概率可表示为： 
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式中， 1 2, ,..., nP P P 分别为 n 个失效模式的失效概
率，C(·)表示 n维 Copula函数。 

从上面的分析可知，通过建立基于 Copula 函数
的失效相关性机械零部件可靠性模型，选择最优的

Copula函数来求解失效模式相关性时机械零部件的可
靠度值是本文需要做的研究。 

4 Copula模型的选择与构建 

在一定的应力作用下，因为机械零部件承受共同

载荷冲击以及外部环境等，所以机械零件中各个失效

模式之间存在相互关系，这种关系常用正相关性来表

示。常用的正相关 Copula 函数有多元正态 Gaussian 
Copula 函数，Gumbel Copula 函数，Clayton Copula
函数及 Frank Copula 函数。Huard[9]提出了贝叶斯 
Copula 选择方法，并应用于双变量 Copula 函数的建
模。这种选择方法主要是通过贝叶斯假设检验选择最

优的 Copula 函数。贝叶斯模型选择独立于参数估
计，设 Q 为上述已知的 Copula 函数组成的集合。假
设 H l 表示数据之间的相关关系且用 lC 来描述，
l=1,2,…,Q， ( , ; )l i i iC u v θ= (i=1,2,…,n)，n个相互独立
的数组 (u , v )i i 构成数据集 D，那么计算 pr（H l |D）
表示给定数据 D满足第 l个假设的概率，根据贝叶斯
理论可以得到 

 
( | , ) ( | )

( | )
( | )

l l
l

pr D H I pr H I
pr H D

pr D I
=         (6) 

式中，pr(D|H l ,I)表示似然函数，pr(H l |I)表示的
是 Copula函数族的先验概率；pr(D|I)表示的是正则化
常数；I 表示相关的额外信息。因此，取得最大 pr
（H l |D）值的 Copula函数就是要找的最优 Copula函
数。 

对于 Copula 函数来说，它的分布密度函数主要
依赖于参数 θ，而参数 θ 是任意的，因此可以用于 θ
有关的Kendall τ， = ( )lg θ 来代替 θ，可以得到 

  
1

1
( | , ) ( , | )l lpr H D I pr H I dτ τ

−
= ∫                 (7) 

式中， pr(H l |τ ,I)表示对于假设分布族的先验分
布；pr(τ |I)表示 Kendall τ， 的先验概率密度。由于 n
对变量 (u , v )i i 是相互独立的，因而 Pr(D|H l ,τ ,I)可以
进一步表示为： 

  
1

( | , , ) ( , | , , )
n

i i l
i

pr D H I pr u v H Iτ τ
=

= ∏          (8) 

                                                                 
式中， 1( , | ( ))l i i lc u v g τ− 是第 l 个 Copula 函数。

1( | )
( )

pr Iτ
λ

=
Λ
，其中τ ∈ Λ， ( )λ Λ 是Λ的 Lebesgue

测度，这里表示它的长度。将(11)式代入(9)式中有 
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假设已知数据 D 和四种正相关性 Copula 类型，
仅仅只需比较 lW 的值，具有最大 lW 的 lc 就是最优
Copula函数。将上述用来表示失效模式相关性的四种
Copula 函数分别利用贝叶斯选择法来验证，从常用
Q-Q图中可以得到 Clayton Copula函数更能有效拟合
数据。吴庆晓等[10]也指出 Clayton Copula 函数能更
加准确地刻画相关性问题。由于 Clayton Copula函数
对于构造多元联合分布函数有很广泛的应用，且与可

靠度函数在数学上具有相似性，说明 Clayton Copula
函数适合用来构造失效模式相关性的机械零部件可靠

性模型。多元 Clayton Copula函数的分布函数表示为 

  ( )
1

1 2 1 2( , ,..., ; ) ... 1n nC u u u u u uθ θ θ θθ
−− − −= + + + −   (10) 

式中， ( ]0,1θ ∈ 为失效模式相关程度系数，θ =1
表示随机变量 1 2, ,..., nu u u 独立，也就是说各失效模式
相互独立。 0θ → 表示随机变量 1 2, ,..., nu u u 趋于完全
相关。那么，各失效模式也趋于完全相关。 

则可以令 1i i iu P R= = − ，代入式（10）可得 

  ( ) ( )
1

1 2 1 2, ,..., ; ... 1n nC P P P P P Pθ θ θ θθ
−− − −= + + + −   (11) 

则机械零件存在 n 个相关失效模式时，则将式

(11)代入式（5）得零件可靠度为： 
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式中， cR 为零件的可靠度， iP 为零件中第 i 个
失效模式的失效概率。i=1,2,…,n。 

5 算例分析 

知某机器零件的功能函数为： 
2

1 2 3( )G X X X X= −  
求零件的可靠度。式中各失效模式随机变量均服

从正态分布，分布参数见表 1，利用 FROM得到各失
效模式下可靠度指标 1β =3.859、 2β =1.135、

3β =1.538 ，  失 效 概 率 分 别 为 1P =0.9856 、

2P =0.8728、 3P =0.9462。代入式(10)中得到该零件的
可靠度为 cR =0.8729。 

 
表 1. 各失效模式随机变量分布参数 

随机变量 均值 标准差 

1X  25 0.25 

2X  4.0 0.2 

3X  2.0 0.1 

 
通过算例分析表明了该方法的适用性。 

6 结论 

本文在考虑失效模式相关性的机械零部件可靠性

分析中合理选用最优 Copula 方法，建立了机械零部
件的 Copula 可靠性计算模型，进而对机械零部件进
行可靠性分析。文中引入了一种独立于参数的贝叶斯 
Copula 模型选择方法来选择最优 Copula 函数。最后
结合算例表明最优 Copula 函数能够比较准确的刻画
机械零件失效的相关性。研究结果为解决考虑失效模

式相关性的机械零部件的可靠性分析提供了一种新方

法。 
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